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Resumen del trabajo

Los datos impre
isos 
onstituyen uno de los nuevos tipos de datos que van surgiendo al ampliarse

aún más el 
ampo de apli
a
iones de la Estadísti
a. Esta 
ontribu
ión se ha 
entrado en el 
aso

de los datos difusos (o fuzzy) de 
ualquier dimensión (es de
ir, 
onjuntos difusos), 
on el �n

de generalizar al máximo los resultados. La formaliza
ión matemáti
a de numerosos 
on
eptos

estadísti
os referentes a los me
anismos aleatorios que generan 
onjuntos difusos ha dado paso

al interés por el desarrollo de té
ni
as estadísti
as que fa
iliten su análisis. Sin embargo, debido

a las pe
uliaridades del espa
io de los 
onjuntos difusos, su análisis estadísti
o presenta una serie

de retos.

La �losofía perseguida en este trabajo es la de 
onservar, en la medida de lo posible, las

no
iones y té
ni
as 
lási
as utilizadas para variables y ve
tores aleatorios, aunque di
ho enfoque

no 
are
e de obstá
ulos, 
omo se ha adelantado ya. En este sentido, 
abe desta
ar la falta

de linealidad del espa
io de valores de los 
onjuntos difusos 
on la aritméti
a usual y, 
omo


onse
uen
ia, la inexisten
ia de una opera
ión diferen
ia que simultáneamente esté siempre bien

de�nida y 
onserve las propiedades que posee en el 
aso real en rela
ión 
on la opera
ión suma.

Por lo tanto, las distan
ias entre 
onjuntos difusos serán una herramienta 
lave para el desarrollo

o adapta
ión de té
ni
as estadísti
as que involu
ren diferen
ias.

El objetivo del trabajo 
andidato al Premio Ramiro Melendreras es la propuesta de medidas

de lo
aliza
ión robustas. Hay que remar
ar la importan
ia y el interés de este tipo de estudio, ya

que en los últimos años el número de métodos estadísti
os que se han generalizado a 
onjuntos

difusos aleatorios ha ido 
re
iendo exponen
ialmente, pero la práti
a totalidad de ellos están

basados en la media tipo Aumann. La media tipo Aumann es una generaliza
ión del 
on
epto

de media de una variable aleatoria y, 
omo tal, goza de múltiples propiedades, muy 
onvenientes

desde el punto de vista tanto estadísti
o 
omo probabilísti
o, pero también hereda la ex
esiva

sensibilidad ante la existen
ia de datos atípi
os (outliers) o los 
ambios en los datos.

Con el propósito de reforzar en este aspe
to los métodos existentes en la literatura y 
imentar

ade
uadamente los modelos aún por desarrollar, se vuelve a
u
iante la búsqueda de medidas que

resuman la tenden
ia 
entral de los 
onjuntos difusos aleatorios y que no se vean tan sumamente

in�uen
iadas por errores u observa
iones atípi
as 
omo la media tipo Aumann. En po
as pal-

abras, que salvaguarden las 
on
lusiones estadísti
as obtenidas a través de esos métodos, in
luso

bajo esos supuestos 
ambios 
on respe
to a las 
ondi
iones ini
iales o ideales para el estudio.

Esta des
rip
ión de la línea de investiga
ión abordada en el trabajo es bastante general, así

que en las siguientes se

iones se profundizará en las propuestas previas que se pueden en
ontrar

en la literatura y, �nalmente, en una expli
a
ión un po
o más detallada de las aporta
iones de

este estudio.

Estado del arte

A 
ontinua
ión, se 
omentarán su
intamente las ideas que ya se habían re
ogido en la literatura

y están rela
ionadas 
on el problema planteado en este trabajo. El planteamiento 
omo tal,

de búsqueda de medidas de lo
aliza
ión robustas para 
onjuntos difusos aleatorios de 
ualquier

dimensión, es 
ompletamente novedoso. Hay que tener en 
uenta que, ya en el 
aso más sen
illo de
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onjuntos difusos aleatorios de dimensión uno (es de
ir, los llamados �números difusos aleatorios�),

el estudio robusto 
ompleto de la lo
aliza
ión, en 
uanto a la amplia propuesta de medidas y

el uso de herramientas de la Teoría de la Robustez Estadísti
a para fundamentar la mejora que

suponen en 
ompara
ión 
on la media tipo Aumann, se originó 
on la tesis do
toral de la autora

prin
ipal de este trabajo. Algunos artí
ulos de Ban et al. [1℄, Bodjanova [2℄, Grzegorzewski

[8℄, Kersten [9℄ y Yamashiro [17, 18℄ proponen 
iertas extensiones del 
on
epto de mediana para

números difusos aleatorios, pero sus ideas no se 
omplementan 
on ningún estudio formal de la

robustez. Cabe 
itar, en este sentido, las publi
a
iones de Sinova et al. [15, 16, 14℄ a
er
a de la

no
ión de mediana y la adapta
ión de la M-estima
ión a los números difusos aleatorios.

Sin embargo, es 
ompli
ado, o in
luso inviable, adaptar mu
has de estas propuestas al 
aso

más general de 
onjuntos difusos aleatorios de dimensión p > 1. Las no
iones de mediana, por

ejemplo, se basan en pro
edimientos ad ho
 
uya validez depende de la posibilidad de 
ara
terizar

ade
uadamente los números difusos aleatorios. En el 
aso unidimensional, existen representa-


iones 
ara
terizadoras sen
illas de manejar, pero en el 
aso p-dimensional se ha
e ne
esario

operar 
on la fun
ión soporte, lo que entraña una gran di�
ultad prá
ti
a. Por todo ello, se

vuelve impres
indible la búsqueda de otras alternativas.

Si bien las medidas de lo
aliza
ión que se presentan en este trabajo fueron introdu
idas en

su momento en la tesis do
toral de la autora, lamentablemente su estudio era in
ompleto. Los

resultados expuestos aquí son a la vez bási
os y 
ru
iales (
omo la medibilidad, la 
onsisten
ia o

el punto de ruptura) y se han desarrollado expresamente para este estudio.

Por lo tanto, la originalidad de este trabajo radi
a en la fundamenta
ión teóri
a de las medidas

de lo
aliza
ión robustas para 
onjuntos difusos aleatorios introdu
idas en di
ha tesis do
toral (M-

estimadores de lo
aliza
ión y medias re
ortadas difusas), 
on el 
onsiguiente impa
to que esta

teoría pueda tener en el análisis estadísti
o de elementos aleatorios impre
isos.

Contribu
iones de este trabajo

En esta se

ión se ahondará en el 
ontenido, sobre todo la parte novedosa, del trabajo 
andidato.

En primer lugar, nos 
entraremos en la M-estima
ión.

La motiva
ión para la extensión de los M-estimadores de lo
aliza
ión de variables aleatorias

reales al 
ontexto de 
onjuntos difusos aleatorios proviene, prin
ipalmente, de su a
epta
ión

general 
omo una herramienta exitosa en el estudio de la tenden
ia 
entral. Re
uérdese que los

M-estimadores se de�nen a través de un problema de minimiza
ión de 
ierta fun
ión de pérdida

evaluada en las distan
ias eu
lídeas entre los valores que toma la variable aleatoria y la 
lase de

números reales, pues la idea subya
ente es la de proponer estimadores intermedios entre la media

(
on fun
ión de pérdida la fun
ión 
uadrado) y la mediana (
on fun
ión de pérdida la fun
ión

valor absoluto).

Existen en la literatura algunos trabajos que adaptan los M-estimadores de lo
aliza
ión al


aso de elementos aleatorios 
on valores en un espa
io de Hilbert, si bien sus autores los en-

mar
an úni
amente en el 
ontexto de la estima
ión robusta de la fun
ión nú
leo de densidad

(véanse Kim [10℄ y Kim y S
ott [11, 12℄). Gra
ias a la existen
ia de un en
aje isométri
o del

espa
io de 
onjuntos difusos en un 
ono 
onvexo de 
ierto espa
io de Hilbert, mediante el uso

de 
iertas métri
as y la fun
ión soporte, es posible introdu
ir los M-estimadores de lo
aliza
ión
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para 
onjuntos difusos aleatorios.

De he
ho, el estudio de la existen
ia y uni
idad de solu
ión de los M-estimadores difusos (el

Teorema de Representa
ión) es una apli
a
ión del análisis publi
ado por Kim y S
ott. Hay que

tener en 
uenta que bajo las 
ondi
iones de este teorema, es posible expresar los M-estimadores

difusos 
omo 
ombina
iones lineales 
onvexas de las observa
iones muestrales (que son, evidente-

mente, 
onjuntos difusos) y, por lo tanto, garantizar que la M-estima
ión pertene
erá al espa
io

paramétri
o (
óni
o) de los valores difusos. Es, por lo tanto, muy interesante asentar una teoría

sobre esta propuesta y 
imentar la apli
a
ión de esta medida en el futuro.

En este sentido, el trabajo presentado al Premio Ramiro Melendreras analiza formalmente la

medibilidad, 
onsisten
ia y robustez de esta alternativa, así 
omo otras propiedades 
onvenientes

en la prá
ti
a, 
omo la equivarianza por trasla
iones y es
ala o la simetría 
uando se analizan


onjuntos difusos simétri
os. Nótese que mu
has demostra
iones no se pueden abordar igual que

en el 
aso intervalar, ya que el nuevo espa
io topológi
o no satisfa
e las mismas propiedades que

R×[0,∞). Por eso, hay propiedades subya
entes que se han tenido que 
omprobar explí
itamente

para este estudio, 
omo, por ejemplo, que el espa
io de los 
onjuntos difusos es lo
almente


ompa
to 
on la métri
a utilizada, y demostra
iones que han tenido que plantearse de manera

absolutamente diferente.

En 
uanto a la segunda alternativa propuesta para el análisis de la tenden
ia 
entral de los


onjuntos difusos aleatorios, se trata de las medias re
ortadas. A diferen
ia de la M-estima
ión,

las medias re
ortadas han sido estudiadas en los espa
ios de Hilbert de manera re
urrente en la

literatura (
omo muestra, véanse Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes [6℄, Cuesta-Albertos y Fraiman

[5℄, Cuevas y Fraiman [7℄ o López-Pintado y Romo [13℄, entre otros). Re
ientemente, se ha


ontemplado su parti
ulariza
ión al 
aso difuso a través del en
aje isométri
o nombrado antes

(ver Colubi y González-Rodríguez [3℄), pero, en 
ualquier 
aso, el tratamiento formal de las

propiedades que se han 
omentado para los M-estimadores difusos tampo
o se ha llevado a


abo previamente 
on las medias re
ortadas, a ex
ep
ión de la 
onsisten
ia (Cuesta-Albertos y

Fraiman [5, 4℄). Así, también se analiza formalmente la medibilidad, equivarianza por trasla
iones

y es
ala, simetría y robustez de las medias re
ortadas difusas (y los resultados son, de he
ho,

válidos en los espa
ios más generales de Hilbert).

Finalmente, y 
on el objetivo de ilustrar el uso de los 
onjuntos difusos, se presentan un

ejemplo 
on datos reales y varios estudios de simula
ión, en los que se 
al
ulan la media tipo

Aumann, los M-estimadores difusos 
on algunas de las fun
iones de pérdida más habituales y las

medias re
ortadas difusas. En el 
aso de los estudios de simula
ión, se ha tratado de representar

las situa
iones más 
omunes en la prá
ti
a, ya que es pre
iso ha
er notar que no se dispone

todavía de modelos de distribu
iones para 
onjuntos difusos aleatorios que sean su�
ientemente

realistas. La di�
ultad prá
ti
a para en
ontrar ejemplos de 
onjuntos difusos p-dimensionales

en la literatura (por la gran 
ompli
a
ión té
ni
a que lleva aso
iado el manejo de la fun
ión

soporte), ha limitado la parte prá
ti
a al 
aso unidimensional.

3



Referen
ias

[1℄ Ban A, Coroianu L, Grzegorzewski P (2013) A �xed-shape fuzzy median of a fuzzy sample. 8th

Conferen
e of the European So
iety for Fuzzy Logi
 and Te
hnology, EUSFLAT 2013, Advan
es in

Intelligent Systems Resear
h 32: 215�222

[2℄ Bodjanova S (2005) Median value and median interval of a fuzzy number. Inform. S
i. 172(1):

73�89

[3℄ Colubi A, González-Rodríguez G (2015) Fuzziness in data analysis: Towards a

ura
y and robust-

ness. Fuzzy Sets Syst. 281: 60�271

[4℄ Cuesta-Albertos JA, Fraiman R (2007) Impartial trimmed k-means for fun
tional data. Comp. Stat.

Data Anal. 51(10): 4864�4877

[5℄ Cuesta-Albertos JA, Fraiman R (2006) Impartial trimmed means for fun
tional data. In: Data

Depth: Robust Multivariate Statisti
al Analysis, Computational Geometry and Appli
ations, Vol.

72, USA: Amer. Math. So
. in DIMACS Series: pp. 121�145

[6℄ Cuesta-Albertos JA, Nieto-Reyes A (2008) The random Tukey depth. Comp. Stat. Data Anal.

52(11): 4979�4988

[7℄ Cuevas A, Fraiman R (2009) On depth measures and dual statisti
s. A methodology for dealing

with general data. J. Multivar. Anal. 100: 753�766

[8℄ Grzegorzewski P (1998) Statisti
al inferen
e about the median from vague data. Control and Cy-

berneti
s 27: 447�464

[9℄ Kersten PR (1995) The fuzzy median and the fuzzy MAD. In: Pro
. 3rd International Sympo-

sium on Un
ertainty Modeling and Analysis and Annual Conferen
e of the North Ameri
an Fuzzy

Information Pro
essing So
iety, (ISUMA - NAFIPS'95), IEEE: pp. 85�88

[10℄ Kim JS (2011) Kernel Methods for Classi�
ation with Irregularly Sampled and Contaminated Data.

PhD Thesis, University of Mi
higan (http://deepblue.lib.umi
h.edu/bitstream/handle/2027.42/89858/stan-

num_1.pdf?sequen
e=1)

[11℄ Kim JS, S
ott CD (2011) On the robustness of kernel density M-estimators. In: Pro
. 28th Int.

Conf. Ma
h. Lear., Bellevue, Washington: pp. 697�704

[12℄ Kim JS, S
ott CD (2012) Robust kernel density estimation. J. Ma
h. Learn. Res. 13: 2529�2565

[13℄ López-Pintado S, Romo J (2009) On the 
on
ept of depth for fun
tional data. J. Amer. Stat. Asso
.

104(486): 718�734

[14℄ Sinova B, Gil MA, Colubi A, Van Aelst S (2012) The median of a random fuzzy number. The 1-norm

distan
e approa
h. Fuzzy Sets Syst. 200: 99�115

[15℄ Sinova B, Gil MA, Van Aelst S. M-estimates of lo
ation for the robust 
entral tenden
y of fuzzy

data. IEEE Trans. Fuzzy Syst., a

epted for publi
ation, DOI:10.1109/TFUZZ.2015.2489245.

[16℄ Sinova B, Pérez-Fernández S, Montenegro M (2015) The wabl/ldev/rdev median of a random fuzzy

number and statisti
al properties. In: Strengthening Links Between Data Analysis and Soft Comput-

ing. Advan
es in Intelligent Systems and Computing (Grzegorzewski P, Gagolewski M, Hryniewi
z

O, Gil MA, Eds), Adv. Int. Syst. Comp. Vol. 315. Springer, Heidelberg: pp. 143�150

[17℄ Yamashiro M (1995) The median for a L-R fuzzy number. Mi
roele
troni
s Reliability 35(2): 269�

271

[18℄ Yamashiro M (1994) The median for a trapezoidal fuzzy number.Mi
roele
troni
s Reliability 34(9):

1509�1511

4


