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Resumen del trabajo

Los datos impreisos onstituyen uno de los nuevos tipos de datos que van surgiendo al ampliarse

aún más el ampo de apliaiones de la Estadístia. Esta ontribuión se ha entrado en el aso

de los datos difusos (o fuzzy) de ualquier dimensión (es deir, onjuntos difusos), on el �n

de generalizar al máximo los resultados. La formalizaión matemátia de numerosos oneptos

estadístios referentes a los meanismos aleatorios que generan onjuntos difusos ha dado paso

al interés por el desarrollo de ténias estadístias que failiten su análisis. Sin embargo, debido

a las peuliaridades del espaio de los onjuntos difusos, su análisis estadístio presenta una serie

de retos.

La �losofía perseguida en este trabajo es la de onservar, en la medida de lo posible, las

noiones y ténias lásias utilizadas para variables y vetores aleatorios, aunque diho enfoque

no aree de obstáulos, omo se ha adelantado ya. En este sentido, abe destaar la falta

de linealidad del espaio de valores de los onjuntos difusos on la aritmétia usual y, omo

onseuenia, la inexistenia de una operaión diferenia que simultáneamente esté siempre bien

de�nida y onserve las propiedades que posee en el aso real en relaión on la operaión suma.

Por lo tanto, las distanias entre onjuntos difusos serán una herramienta lave para el desarrollo

o adaptaión de ténias estadístias que involuren diferenias.

El objetivo del trabajo andidato al Premio Ramiro Melendreras es la propuesta de medidas

de loalizaión robustas. Hay que remarar la importania y el interés de este tipo de estudio, ya

que en los últimos años el número de métodos estadístios que se han generalizado a onjuntos

difusos aleatorios ha ido reiendo exponenialmente, pero la prátia totalidad de ellos están

basados en la media tipo Aumann. La media tipo Aumann es una generalizaión del onepto

de media de una variable aleatoria y, omo tal, goza de múltiples propiedades, muy onvenientes

desde el punto de vista tanto estadístio omo probabilístio, pero también hereda la exesiva

sensibilidad ante la existenia de datos atípios (outliers) o los ambios en los datos.

Con el propósito de reforzar en este aspeto los métodos existentes en la literatura y imentar

adeuadamente los modelos aún por desarrollar, se vuelve auiante la búsqueda de medidas que

resuman la tendenia entral de los onjuntos difusos aleatorios y que no se vean tan sumamente

in�ueniadas por errores u observaiones atípias omo la media tipo Aumann. En poas pal-

abras, que salvaguarden las onlusiones estadístias obtenidas a través de esos métodos, inluso

bajo esos supuestos ambios on respeto a las ondiiones iniiales o ideales para el estudio.

Esta desripión de la línea de investigaión abordada en el trabajo es bastante general, así

que en las siguientes seiones se profundizará en las propuestas previas que se pueden enontrar

en la literatura y, �nalmente, en una expliaión un poo más detallada de las aportaiones de

este estudio.

Estado del arte

A ontinuaión, se omentarán suintamente las ideas que ya se habían reogido en la literatura

y están relaionadas on el problema planteado en este trabajo. El planteamiento omo tal,

de búsqueda de medidas de loalizaión robustas para onjuntos difusos aleatorios de ualquier

dimensión, es ompletamente novedoso. Hay que tener en uenta que, ya en el aso más senillo de
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onjuntos difusos aleatorios de dimensión uno (es deir, los llamados �números difusos aleatorios�),

el estudio robusto ompleto de la loalizaión, en uanto a la amplia propuesta de medidas y

el uso de herramientas de la Teoría de la Robustez Estadístia para fundamentar la mejora que

suponen en omparaión on la media tipo Aumann, se originó on la tesis dotoral de la autora

prinipal de este trabajo. Algunos artíulos de Ban et al. [1℄, Bodjanova [2℄, Grzegorzewski

[8℄, Kersten [9℄ y Yamashiro [17, 18℄ proponen iertas extensiones del onepto de mediana para

números difusos aleatorios, pero sus ideas no se omplementan on ningún estudio formal de la

robustez. Cabe itar, en este sentido, las publiaiones de Sinova et al. [15, 16, 14℄ aera de la

noión de mediana y la adaptaión de la M-estimaión a los números difusos aleatorios.

Sin embargo, es ompliado, o inluso inviable, adaptar muhas de estas propuestas al aso

más general de onjuntos difusos aleatorios de dimensión p > 1. Las noiones de mediana, por

ejemplo, se basan en proedimientos ad ho uya validez depende de la posibilidad de araterizar

adeuadamente los números difusos aleatorios. En el aso unidimensional, existen representa-

iones araterizadoras senillas de manejar, pero en el aso p-dimensional se hae neesario

operar on la funión soporte, lo que entraña una gran di�ultad prátia. Por todo ello, se

vuelve impresindible la búsqueda de otras alternativas.

Si bien las medidas de loalizaión que se presentan en este trabajo fueron introduidas en

su momento en la tesis dotoral de la autora, lamentablemente su estudio era inompleto. Los

resultados expuestos aquí son a la vez básios y ruiales (omo la medibilidad, la onsistenia o

el punto de ruptura) y se han desarrollado expresamente para este estudio.

Por lo tanto, la originalidad de este trabajo radia en la fundamentaión teória de las medidas

de loalizaión robustas para onjuntos difusos aleatorios introduidas en diha tesis dotoral (M-

estimadores de loalizaión y medias reortadas difusas), on el onsiguiente impato que esta

teoría pueda tener en el análisis estadístio de elementos aleatorios impreisos.

Contribuiones de este trabajo

En esta seión se ahondará en el ontenido, sobre todo la parte novedosa, del trabajo andidato.

En primer lugar, nos entraremos en la M-estimaión.

La motivaión para la extensión de los M-estimadores de loalizaión de variables aleatorias

reales al ontexto de onjuntos difusos aleatorios proviene, prinipalmente, de su aeptaión

general omo una herramienta exitosa en el estudio de la tendenia entral. Reuérdese que los

M-estimadores se de�nen a través de un problema de minimizaión de ierta funión de pérdida

evaluada en las distanias eulídeas entre los valores que toma la variable aleatoria y la lase de

números reales, pues la idea subyaente es la de proponer estimadores intermedios entre la media

(on funión de pérdida la funión uadrado) y la mediana (on funión de pérdida la funión

valor absoluto).

Existen en la literatura algunos trabajos que adaptan los M-estimadores de loalizaión al

aso de elementos aleatorios on valores en un espaio de Hilbert, si bien sus autores los en-

maran úniamente en el ontexto de la estimaión robusta de la funión núleo de densidad

(véanse Kim [10℄ y Kim y Sott [11, 12℄). Graias a la existenia de un enaje isométrio del

espaio de onjuntos difusos en un ono onvexo de ierto espaio de Hilbert, mediante el uso

de iertas métrias y la funión soporte, es posible introduir los M-estimadores de loalizaión

2



para onjuntos difusos aleatorios.

De heho, el estudio de la existenia y uniidad de soluión de los M-estimadores difusos (el

Teorema de Representaión) es una apliaión del análisis publiado por Kim y Sott. Hay que

tener en uenta que bajo las ondiiones de este teorema, es posible expresar los M-estimadores

difusos omo ombinaiones lineales onvexas de las observaiones muestrales (que son, evidente-

mente, onjuntos difusos) y, por lo tanto, garantizar que la M-estimaión perteneerá al espaio

paramétrio (ónio) de los valores difusos. Es, por lo tanto, muy interesante asentar una teoría

sobre esta propuesta y imentar la apliaión de esta medida en el futuro.

En este sentido, el trabajo presentado al Premio Ramiro Melendreras analiza formalmente la

medibilidad, onsistenia y robustez de esta alternativa, así omo otras propiedades onvenientes

en la prátia, omo la equivarianza por traslaiones y esala o la simetría uando se analizan

onjuntos difusos simétrios. Nótese que muhas demostraiones no se pueden abordar igual que

en el aso intervalar, ya que el nuevo espaio topológio no satisfae las mismas propiedades que

R×[0,∞). Por eso, hay propiedades subyaentes que se han tenido que omprobar explíitamente

para este estudio, omo, por ejemplo, que el espaio de los onjuntos difusos es loalmente

ompato on la métria utilizada, y demostraiones que han tenido que plantearse de manera

absolutamente diferente.

En uanto a la segunda alternativa propuesta para el análisis de la tendenia entral de los

onjuntos difusos aleatorios, se trata de las medias reortadas. A diferenia de la M-estimaión,

las medias reortadas han sido estudiadas en los espaios de Hilbert de manera reurrente en la

literatura (omo muestra, véanse Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes [6℄, Cuesta-Albertos y Fraiman

[5℄, Cuevas y Fraiman [7℄ o López-Pintado y Romo [13℄, entre otros). Reientemente, se ha

ontemplado su partiularizaión al aso difuso a través del enaje isométrio nombrado antes

(ver Colubi y González-Rodríguez [3℄), pero, en ualquier aso, el tratamiento formal de las

propiedades que se han omentado para los M-estimadores difusos tampoo se ha llevado a

abo previamente on las medias reortadas, a exepión de la onsistenia (Cuesta-Albertos y

Fraiman [5, 4℄). Así, también se analiza formalmente la medibilidad, equivarianza por traslaiones

y esala, simetría y robustez de las medias reortadas difusas (y los resultados son, de heho,

válidos en los espaios más generales de Hilbert).

Finalmente, y on el objetivo de ilustrar el uso de los onjuntos difusos, se presentan un

ejemplo on datos reales y varios estudios de simulaión, en los que se alulan la media tipo

Aumann, los M-estimadores difusos on algunas de las funiones de pérdida más habituales y las

medias reortadas difusas. En el aso de los estudios de simulaión, se ha tratado de representar

las situaiones más omunes en la prátia, ya que es preiso haer notar que no se dispone

todavía de modelos de distribuiones para onjuntos difusos aleatorios que sean su�ientemente

realistas. La di�ultad prátia para enontrar ejemplos de onjuntos difusos p-dimensionales

en la literatura (por la gran ompliaión ténia que lleva asoiado el manejo de la funión

soporte), ha limitado la parte prátia al aso unidimensional.
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