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Resumen del trabajo

Los datos imprecisos constituyen uno de los nuevos tipos de datos que van surgiendo al ampliarse
ain més el campo de aplicaciones de la Estadistica. Esta contribucién se ha centrado en el caso
de los datos difusos (o fuzzy) de cualquier dimension (es decir, conjuntos difusos), con el fin
de generalizar al méximo los resultados. La formalizacién matematica de numerosos conceptos
estadisticos referentes a los mecanismos aleatorios que generan conjuntos difusos ha dado paso
al interés por el desarrollo de técnicas estadisticas que faciliten su andlisis. Sin embargo, debido
a las peculiaridades del espacio de los conjuntos difusos, su anélisis estadistico presenta una serie
de retos.

La filosofia perseguida en este trabajo es la de conservar, en la medida de lo posible, las
nociones y técnicas clasicas utilizadas para variables y vectores aleatorios, aunque dicho enfoque
no carece de obsticulos, como se ha adelantado ya. En este sentido, cabe destacar la falta
de linealidad del espacio de valores de los conjuntos difusos con la aritmética usual y, como
consecuencia, la inexistencia de una operacion diferencia que simultdneamente esté siempre bien
definida y conserve las propiedades que posee en el caso real en relacién con la operacién suma.
Por lo tanto, las distancias entre conjuntos difusos seran una herramienta clave para el desarrollo
o adaptacion de técnicas estadisticas que involucren diferencias.

El objetivo del trabajo candidato al Premio Ramiro Melendreras es la propuesta de medidas
de localizacién robustas. Hay que remarcar la importancia y el interés de este tipo de estudio, ya
que en los ultimos anos el nimero de métodos estadisticos que se han generalizado a conjuntos
difusos aleatorios ha ido creciendo exponencialmente, pero la pratica totalidad de ellos estan
basados en la media tipo Aumann. La media tipo Aumann es una generalizacién del concepto
de media de una variable aleatoria y, como tal, goza de miltiples propiedades, muy convenientes
desde el punto de vista tanto estadistico como probabilistico, pero también hereda la excesiva
sensibilidad ante la existencia de datos atipicos (outliers) o los cambios en los datos.

Con el propésito de reforzar en este aspecto los métodos existentes en la literatura y cimentar
adecuadamente los modelos atin por desarrollar, se vuelve acuciante la busqueda de medidas que
resuman la tendencia central de los conjuntos difusos aleatorios y que no se vean tan sumamente
influenciadas por errores u observaciones atipicas como la media tipo Aumann. En pocas pal-
abras, que salvaguarden las conclusiones estadisticas obtenidas a través de esos métodos, incluso
bajo esos supuestos cambios con respecto a las condiciones iniciales o ideales para el estudio.

Esta descripciéon de la linea de investigaciéon abordada en el trabajo es bastante general, asi
que en las siguientes secciones se profundizara en las propuestas previas que se pueden encontrar
en la literatura y, finalmente, en una explicaciéon un poco mas detallada de las aportaciones de

este estudio.

Estado del arte

A continuacién, se comentaran sucintamente las ideas que ya se habian recogido en la literatura
y estan relacionadas con el problema planteado en este trabajo. El planteamiento como tal,
de biisqueda de medidas de localizacion robustas para conjuntos difusos aleatorios de cualquier

dimensién, es completamente novedoso. Hay que tener en cuenta que, ya en el caso mas sencillo de



conjuntos difusos aleatorios de dimension uno (es decir, los llamados “ntimeros difusos aleatorios”),
el estudio robusto completo de la localizacién, en cuanto a la amplia propuesta de medidas y
el uso de herramientas de la Teoria de la Robustez Estadistica para fundamentar la mejora que
suponen en comparacion con la media tipo Aumann, se origin6 con la tesis doctoral de la autora
principal de este trabajo. Algunos articulos de Ban et al. [1], Bodjanova [2], Grzegorzewski
[8], Kersten [9] y Yamashiro [17, 18] proponen ciertas extensiones del concepto de mediana para
numeros difusos aleatorios, pero sus ideas no se complementan con ningun estudio formal de la
robustez. Cabe citar, en este sentido, las publicaciones de Sinova et al. [15, 16, 14] acerca de la
nociéon de mediana y la adaptacion de la M-estimacion a los nimeros difusos aleatorios.

Sin embargo, es complicado, o incluso inviable, adaptar muchas de estas propuestas al caso
més general de conjuntos difusos aleatorios de dimensién p > 1. Las nociones de mediana, por
ejemplo, se basan en procedimientos ad hoc cuya validez depende de la posibilidad de caracterizar
adecuadamente los numeros difusos aleatorios. En el caso unidimensional, existen representa-
ciones caracterizadoras sencillas de manejar, pero en el caso p-dimensional se hace necesario
operar con la funcién soporte, lo que entrana una gran dificultad practica. Por todo ello, se
vuelve imprescindible la busqueda de otras alternativas.

Si bien las medidas de localizacién que se presentan en este trabajo fueron introducidas en
su momento en la tesis doctoral de la autora, lamentablemente su estudio era incompleto. Los
resultados expuestos aqui son a la vez basicos y cruciales (como la medibilidad, la consistencia o
el punto de ruptura) y se han desarrollado expresamente para este estudio.

Por lo tanto, la originalidad de este trabajo radica en la fundamentacion teérica de las medidas
de localizacion robustas para conjuntos difusos aleatorios introducidas en dicha tesis doctoral (M-
estimadores de localizacion y medias recortadas difusas), con el consiguiente impacto que esta

teoria pueda tener en el anélisis estadistico de elementos aleatorios imprecisos.

Contribuciones de este trabajo

En esta seccion se ahondard en el contenido, sobre todo la parte novedosa, del trabajo candidato.
En primer lugar, nos centraremos en la M-estimacion.

La motivacién para la extension de los M-estimadores de localizaciéon de variables aleatorias
reales al contexto de conjuntos difusos aleatorios proviene, principalmente, de su aceptacion
general como una herramienta exitosa en el estudio de la tendencia central. Recuérdese que los
M-estimadores se definen a través de un problema de minimizacién de cierta funciéon de pérdida
evaluada en las distancias euclideas entre los valores que toma la variable aleatoria y la clase de
numeros reales, pues la idea subyacente es la de proponer estimadores intermedios entre la media
(con funcion de pérdida la funciéon cuadrado) y la mediana (con funcion de pérdida la funcion
valor absoluto).

Existen en la literatura algunos trabajos que adaptan los M-estimadores de localizaciéon al
caso de elementos aleatorios con valores en un espacio de Hilbert, si bien sus autores los en-
marcan Unicamente en el contexto de la estimacion robusta de la funcién nucleo de densidad
(véanse Kim [10] y Kim y Scott [11, 12]). Gracias a la existencia de un encaje isométrico del
espacio de conjuntos difusos en un cono convexo de cierto espacio de Hilbert, mediante el uso

de ciertas métricas y la funcién soporte, es posible introducir los M-estimadores de localizacion



para conjuntos difusos aleatorios.

De hecho, el estudio de la ezistencia y unicidad de solucion de los M-estimadores difusos (el
Teorema de Representacion) es una aplicacion del andlisis publicado por Kim y Scott. Hay que
tener en cuenta que bajo las condiciones de este teorema, es posible expresar los M-estimadores
difusos como combinaciones lineales convexas de las observaciones muestrales (que son, evidente-
mente, conjuntos difusos) y, por lo tanto, garantizar que la M-estimacion pertenecera al espacio
paramétrico (conico) de los valores difusos. Es, por lo tanto, muy interesante asentar una teoria
sobre esta propuesta y cimentar la aplicaciéon de esta medida en el futuro.

En este sentido, el trabajo presentado al Premio Ramiro Melendreras analiza formalmente la
medibilidad, consistencia y robustez de esta alternativa, asi como otras propiedades convenientes
en la practica, como la equivarianza por traslaciones y escala o la simetria cuando se analizan
conjuntos difusos simétricos. Notese que muchas demostraciones no se pueden abordar igual que
en el caso intervalar, ya que el nuevo espacio topoldgico no satisface las mismas propiedades que
R x [0, 00). Por eso, hay propiedades subyacentes que se han tenido que comprobar explicitamente
para este estudio, como, por ejemplo, que el espacio de los conjuntos difusos es localmente
compacto con la métrica utilizada, y demostraciones que han tenido que plantearse de manera
absolutamente diferente.

En cuanto a la segunda alternativa propuesta para el andlisis de la tendencia central de los
conjuntos difusos aleatorios, se trata de las medias recortadas. A diferencia de la M-estimacion,
las medias recortadas han sido estudiadas en los espacios de Hilbert de manera recurrente en la
literatura (como muestra, véanse Cuesta-Albertos y Nieto-Reyes [6], Cuesta-Albertos y Fraiman
[5], Cuevas y Fraiman [7] o LopezPintado y Romo [13], entre otros). Recientemente, se ha
contemplado su particularizacién al caso difuso a través del encaje isométrico nombrado antes
(ver Colubi y Gonzéalez-Rodriguez [3]), pero, en cualquier caso, el tratamiento formal de las
propiedades que se han comentado para los M-estimadores difusos tampoco se ha llevado a
cabo previamente con las medias recortadas, a excepcion de la consistencia (Cuesta-Albertos y
Fraiman [5, 4]). Asi, también se analiza formalmente la medibilidad, equivarianza por traslaciones
y escala, simetria y robustez de las medias recortadas difusas (y los resultados son, de hecho,
validos en los espacios més generales de Hilbert).

Finalmente, y con el objetivo de ilustrar el uso de los conjuntos difusos, se presentan un
ejemplo con datos reales y varios estudios de simulacion, en los que se calculan la media tipo
Aumann, los M-estimadores difusos con algunas de las funciones de pérdida mas habituales y las
medias recortadas difusas. En el caso de los estudios de simulacién, se ha tratado de representar
las situaciones méas comunes en la préctica, ya que es preciso hacer notar que no se dispone
todavia de modelos de distribuciones para conjuntos difusos aleatorios que sean suficientemente
realistas. La dificultad practica para encontrar ejemplos de conjuntos difusos p-dimensionales
en la literatura (por la gran complicacion técnica que lleva asociado el manejo de la funcion

soporte), ha limitado la parte practica al caso unidimensional.
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